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广义混合变分原理及其有限元法
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摘要 将传统约变分原理划分为 3 大类型
,

指出它们 的共 同之处是泛 函 中的能 量项是 固定 的 ;

分析 了用传统 变分原理建立 的 5 大类有 限元 模型
,

它们 的刚度都是 固定 的
,

计算时经 常会发生病

态现象
,

需要建立 刚度可以调整的新模型
.

广义 混合变分原理 的特点是其泛 函 中位能和余能所 占的

比例可 以调节
,

用它建立 的有限元广义混合模型的刚度也可以调节
,

能灵活适应弹性体 刚度复杂

多变 的需要
,

给 出了其 中分裂因子的选择方法
,

最后通过算例研究了其克服病态问题 的能力
.

关键词 变分原理 有限元 分裂模且 分裂因子 病态问题

弹性静力学的一个基本问题是如下的数学物理

边值问题
,

要寻求 3 类场变量即位移矢量
“ , ,
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其中
,

V 是弹性域
,

S = 尽
`

+ 凡 为其界面
,

在 S
“

上

给定位移瓦
,

在 s , 上给定面 力 p ,
.

F ,
是给 定的体

力
.

n ,

是 S 的单位外法矢
.

(… )
,
,

表示对 xj 的偏导

数
.

凡
k ,和 C ikj ,分别代表弹性张量和柔性张量

,

是材

料常数
.

占
。
是 K r o n e e k e r

符号
.

力学变分解法从 另一个角度解答问题
,

先建立

一个泛函
,

它依赖于场变量 “ , ,

气和 口。 ,

该泛函的

极值或驻值与上述边值问题完全相同
,

用该理论可

以建立问题的数值解法
.

在工程力学问题的各种数

值解法中
,

有限元法是一种简单而有效的方法
,

有

限元技术的发展促成 了变分原理研究的深化
.

弹性力学的 3 类传统变分原理

根据泛函中所含场变量数 目的 多寡将传统变分

原理划分为 3 大类型
.

类型 l 单一场变量型的变分原理

这一类型中有两个基本变分原理
,

即最小势能

原理和最小余能原理 汇̀ ’
,

其泛函分别用 11
。
和 IT

。
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,
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.

类型 n 二类场变量混合型的变分原理
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E
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类型 n l 三类场变量混合型的变分原理

此类代表是胡海 昌 [ 5 ]
一

w a s h i z u [“ 1变分原理
,

泛

函为 ll
H w

4 0 以 ) 8 ( 1 1以 1

单 元数 ( N )

图 1 有限元平衡模型和位移模型解
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与其对应的另一变分原理的泛函是 H
RT 【̀〕

,

它们都

以 。 ; ,

气和 ` 。
为独立变堂

.

关于传统型变分原理的发展
,

钱伟长 v[]
,

胡海

昌咚 1
,

牛摩均川等曾做过大量工作
.

这些传统变分

原理的泛函中的能觉项都是固定的
.

2 建立更新广义变分原理的必要性

按独立插值函数的不同
,

已有的有限元方法大

体上可分为 5 种类型
.

( 1) 以最小势能原理 为基础
,

根据位移场在整

个计算域内连续的假定而建立的协调模型
,

其实质

是让结构在有限个结点上拥有 自由度代替真实结构

在整个弹性域无穷多点上所拥有的 自由度
,

由于 自

由度的减少使得这种模型较真实模型偏硬
,

给出的

位移数值解是真解的下界
.

( 2) 以最小余能原理为基础
,

在单元 内假设平

衡应力场而建立的平衡模型
,

其实质是用结构在有

限个单元上满足平衡条件代替其在任意局部满足平

衡条件
,

由于放松了对结构的约束
,

所以这种模型

较真实模型偏 软
,

给 出的位 移数值解是 真解的 上

限 [’ 0 ]
.

当最大单元尺寸趋向于零时
,

这两种模型的数

值解在理论上应从上
、

下两侧趋于真解
.

这反映出

有限元体系中
,

应变能成分是使模 型偏硬 的因素
,

余能成分则使模型偏软
.

图 1 是以正方形截面直杆

扭转问题为例
,

分别 用有限元协调模型
、

平衡模型

及解析法计算的结果
.

( 3) 以广义变分原理 为基础
,

除在每个单元 内

部假设 平衡的应力场外
,

沿单元 的邻界还假设协调

的位移函数而建立的杂交模型
.

( 4) 独立函数既包含单元 内部的位移
,

又包含

单元 内部的应力
,

以广义变分原理 为基础建立的混

合有限元模型
.

( 5) 杂交
一

混合模型
.

由于传统混合变分原理的泛函中应变能和余能

成分的混合比例是固定的
,

因此用它们建立 的有限

元的刚度是固定的
,

计算精度随单元划分的确定也

是固定的
,

它们的数值解应介于协调模型和平衡模

型之间
,

但未必一定比协调模型和平衡模型的精度

都好
,

可见有限元混 合模型并非最好的模型
.

要做

出性能最好的可以克服病态问题的有限元模型
,

关

键是要控制好 泛函 中应变能和余 能成分 的混合 比

例
,

对变分原理提出了更高的要求
.

3 第 I v 类变分原理及其泛函的特点

19 81 年荣廷 玉 〔川提 出了建立变比例混合能 量

型泛函的条件
:

( 1) 其中应同时包含应变能和余能

成分 ; ( 2) 两种能量成分所占的比率可以调节 ; ( 3)

至少含有 一个可以用来调节两种能量成分所占比率

的参变量函数
.

并建立 了线弹性理论的分裂模量变

分原理
,

也称 为广义混合变分原 理 ( G en er al m ixe d

v a r ia t i o n a l p r i n e ip le s ,

G M v P )
.

文 献 〔12
,

1 3 ]将 其

推广到大位移非线性理论 中
,

且证明了已经建立的

许多变分原理都是它的特例
.

类型 IV 广义混合变分原理

其中最简单
、

最 实 用且具 有 代表性 的 泛函为

耳玉品
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该泛函以
“ , 和气为独立变量

,

月是分裂因子
.

不难看 比̀ 11 巍
既包含 应变能成 分告朋

。 k ,
·

D o D * z , 也包含余能成分令( 1 -

乙

月) C ij , ,。 。 , 走, ,

而且两

者的比例可以通过参数 月( x 、 )任意调节
.

如果在 v

内和 s 上令月一 1
,

且在 s
,`

上 。 ` 一
瓦

,

则 什 :{:变为-

一
’ ` 一 ’

一
’

一 一 `之

一
一 ` 一 ` ’

一 LJ 土 Zp夕一一 一

最小势能原理的泛函 IT
p ;在 v 内若令月· 0, 且在

S上令卢二 1
, 。 ij 满足平衡条件

,

则它变为最小余能

原理的泛函 11
。

.

夕的其他值可给 出更有利的泛函
,

以建立精度更高的有限元模型
.

G M V P 在理论和应用上与传统型变分原理都不

等价
.

一方面其泛 函的 E ul e r
方程与传统型泛函的

E ul e r 方 程 等 价 且 等 于 弹 性 力 学 基本 方 程
,

如

其中分裂因子 声是坐标位置的函数或函数的矩阵
.

该单元混合矩阵与常规位移元
、

平衡元以及常规混

合有限元的单元矩阵都不同
.

G M F E M 的单元混合

矩阵由刚性矩阵部分 你
。 、

柔性矩阵部分 (I
一
川气

和两个交叉项 (I 一 p ) k
“ 。

与 ( I 一 声)弋
:、

组成
.

刚性矩

阵 你
。

中令 p = (I 其中 I 是单位矩 阵
,

下同
.

)
,

则

转化为位移元的刚度矩 阵
,

是使模型偏硬的因素 ;

柔性矩阵 (I 一 P ) k。

中令夕= 0 (其中 。 是零矩 阵 )
,

则转化为平衡元 中的柔度矩阵
,

是使模型偏软的因

素
.

G M F E M 单元混合矩阵的最大特点是其中含有

可以改变刚性和柔性矩阵所 占比例的任意参数 尹
,

从而调整模型刚度
,

降低刚度矩 阵的谱条件数
,

提

高解的精度
,

克服常规有限元中所存在的病态问题
,

使其解更接近于弹性体的真实变形
.

I1
( l ) [4 ]

3 P月
与且 wH 的 E ul er 方程等价

,

这是必须的
·

但 G M V P 的泛函与传统泛函并不等价
,

这正如两个

普通函数有相同的驻点但函数本身并不等价一样
.

。实上
,

11 ;;;
是空 }司 ( “

, , e 。 , 。 。 ,中以分裂因子 俘

为参数的一条曲面 (线 )
,

而 11
Hw 等传统泛函只是

该曲面 (线 )上的一个点
.

而且 G M v P 泛函的 E ul er

方程也是以分裂因子为参数的一条 曲线
,

而传统者

只是该曲线上的一个点
,

前者蕴涵后者 ; 另一区别

是 G M v P 泛函中的两种能量的混合比例是可变的
,

有限元模型的刚度是可调的
.

5 选择分裂因子的方法

文献仁1 2 1给出 了选择分裂因子的一般准则
,

即

弹性理论 中任一待求的量 (可以 是位移
、

应力
、

应

变等 )对分裂因子 P 的偏变分等于零
.

刚度矩阵的谱条件数 C ( K )是判断有限元是 良

态还是病态的较通用准则
,

谱条件数越小计算精度

越高
,

说明矩 阵是 良态的
.

为了叙述方便
,

不妨将

G M F E M 单元混合矩阵 的分裂 因子 夕当成一个变

数
,

并记为 月
.

结构总体矩阵 K 当然也是含有分裂

因子的混合矩阵
,

设它是
n
阶的

,

其特征方程为

{
、 , 一 K

{
一 。

( 1 5 )

可见 ( 15 )式的左手项是以分裂因子 月为系数的
刀
次

多项式
.

设特征方程的绝对值最大根是 }几】am
、 ,

绝对

值最小根是 1久 }m i n
.

要提高 G M F E M 解的精 度
,

就

是要寻求恰当的分裂因子的值
,

使得刚度矩阵谱条

件数 (月的函数 )的值达到最小
,

即

4 广义混合有限元法及其特点

用 G M v P 建立有限元的方法称为分裂模量法
,

也称为有 限元广 义混合法 ( G e n e r a l m i x e d f i n i t e e l e
-

m en t s m et ho d
,

G M F E M )
.

称固定刚度有限元模型

为常规有限元模型
.

G M F EM 单元混合刚度矩阵的

一般形式为

。 e ( 二卜 。长概锡
一 。

·

( 1 6 )

6 克服病态问题研究

G M F E M 自诞生以来
,

一直用于克服病态问题

的研究
.

文献 【14 ]建立 了正交各向异性平面 问题的

G M FE M
,

文献 〔1 5〕建立了薄板问题的 G M F E M
,
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文献 [ 16 〕建立了 R e i s s n e : 板 问题的 G M F E M
,

这些

模型均不发生病态
,

文献 〔14 一 16 ]也从理论上分析

了其克服各类病态问题的机理
.

文献 「1 71 建立了不

可压缩问题的 G M v P 及其 G M F E M
,

验证 了 H er
-

mr an n[
’ ” 〕的变分原理 及有限元是其分 裂因子 月= 0

时的特例
.

下面是一个杆件系统的算例
.

算例 如图 2 由 3 个杆单元组成的简单超 静定

结构
,

第 2 个结点处作用有载荷 P
.

I
,

H l 号杆元

的弯 曲刚度
臀

为 1
·

0
,

H 号 杆元 的 弯 曲刚度 为

1
.

0 火 10 `。 ,

两类单元的刚度相差很大
,

这时结构刚

度矩阵的谱条件数为 2 x 10 10
,

是病态谱条件数
.

如

果用常规有限元法去计算
,

确实发生了严重的病态
.

~
常规结构分析解

一
〔讯肛王M 解

. .

… 沪

-

… …

19 ( E A / L )

图 4 谱条件数随弯曲刚度变化图

卜卜 门、 / 卜卜

{{{
,

——
图 2 3 杆单元组成的简单超静定结构

现在用 G M F E M 去 计算
,

单元 I
,

川 的分裂因

子取为 0
.

01 不变
,

单元 H 的分裂 因子在
一 5 一 5 之

间变化
,

如图 3 是谱条件数的对数随分裂因子 月的

变化规律
.

事实上当 月在 1
.

0 火 10
’ `2
附近时

,

谱条

件数降到最低点 3
.

22
,

而且此时 G M F E M 的位移解

也恰好最接近于真解
.

7 结论

G M F E M 的建立使有限元技术 由刚度 固定模型

发展到刚度可调 节模 型
,

是 有限元 技术 的一项演

变
,

将模糊数学和神经网络应用于 G M F E M
,

可望

实现选择分裂因子的智能化
,

将使有限元技术更有

效
、

更实用
.
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,

等
.

带参数拉氏乘子法与胡海 昌— 鸳津久 一郎变分

原理中三类变量都独立的推证 及 其它
.

西南交通 大 学学报
,

19 9 7
,

3 2 ( l )
:

8 4

5 胡海昌
.

论弹性体力学与受范性体力学中的一般变分原理
.

物

理学报
,

1 9 54
:

3

6 W a 、 h i z u K
.

O n t h
e v a r i a t i o n a

l p r l n e l p le s ( , f e l a
s t l e i t y a n d p l

a s t le i t y
.

A
e
or

e
l
a s t ie a n d S t r u e r u r e s R e s e a r e h I a b o r a t o r y

,

M IT
,

T
e e h n l e a l

R e印 r t
,

1 9 5 5
.

2 5

7 钱伟长
.

广义变分原理
.

多学科学术讲座丛 书
.

北京
:

知识出版

社
,

19 8 5

8 胡海 昌
.

弹性力学的变分原理 及其应 用
.

北京
:

科学 出版社
,

1 9 82

9 牛库均
.

现代变分原理
.

北京
:

北京工业大学出版社
,

19 9 2

1 0 S a n d e r P G
.

oB
r n e s s u p e r i e u r e s e t In f e

r 一e u r e s
d a n s

l
’

a n a
ly

s e m
a -

t r i e i e l l
e

d
e s p l

a q u e s e n f l e x i o n
一
t o r s i o n

.

B u l l oS
e

R o y a
l
e S e i e n e e s

I i e g e
,

1 9 64
,

3 3
:

4 56

11 荣廷 玉
.

弹性力 学分裂模量变分原理
.

西南交通 大学 学 报
,

1 9 8 1
,

1
:

4 8

12 荣廷玉
.

弹性力学 中广 义混合变分原 理及 有限元 广义混 合法
.

固体力学
,

19 8 8
,

9 ( 2 )
:

15 3

ù、0
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R o n g l
’

i n g y u
.

T h e v a r l a t i o n a
l p r l n e z p l

e w 一 t h s p l
lt e la s t i e m o d

u
l
u s 一 n

e la s t i e一t y
.

A
〔
I
v ; I n e e s i n A pp l i

e
d M

a t h
e
m

a t i e s i n Ch i n a ,

1 9 9 0
,

2
:

13 3

党发宁
、

等
.

有限元广义混合法 在平面有限元病态 间题研究中

的应用
.

西安理 工大学学报
,

19 9 9
,

巧 ( 4 )
:

2 5

党发宁
,

等
.

薄板有限元 广义混合法及克服病态问题研究
.

应用

力学学报
,

2。 () f )
, 17 ( 2 )

:
1 05

党发宁
,

等
.

R el ss n o r

板 问题的有限元广义混合法
.

计算力学学

报
,

2 00 0
,

17 ( 2 )
:

2 18

D
a n g F a n l n g

,
e t a l

.

S p l i t t i n g e l
a s t l e

mo d u lu
s v a r i a t lo n a l p r 注n e ip le fo r

I n e o m p r e s s ibl e o r n e a r ly
In e o rn p r e s s ib le m a t e r ia l s a n d i t

’
5 a p p l

le a -

t ion
.

G 〕m m u n i e at ion
s in N u
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r i e a

l M
e t
ho d

s 、n E n g i n e e r 、 n g ,

2 0 0 0
,

1 6 ( 9 )
:

6 49

H e r r m a n n 1 R
.

E l a s r i e i t y e q u a t io n s fo r i n e o m p r e s s ib l e
a n d n e a r ly I n

-

e o m P r e s s ib l e m a t e r i a l s b y a v a r i a t i o n a
l t h eo

r e
rn

.

A I A A J o u r n a l
.

19 65
,

1 3
: 18 9 6

<腾飞之龙— 中国古生物专辑》介绍

近年来
,

中国古生物学家所获得的一系列惊世的古生物化石标本
,

对探讨生命演化史中几个关键阶段

具有重大科学意 义
,

成为国际古生物学研究的一个亮点
。

在中国所发现的精美化石所揭示的生命起源与演

化过程
,

使得人们不得不对传统的起源演化理论重新做出评估
。

为弘扬中国古生物学研究的优秀成果
,

国家 自然科学基金委员会与国际知名期刊《N at ur e 》联合出版 了

,’( 腾飞之龙》— 中国古生物专辑
”

中文版
,

以《自然科学进展》的专刊形式出版
,

该书的英文版同时由《N a -

ut er 》杂志与美国芝加哥大学出版社联合出版
。

由江泽民主席题写书名的《腾飞之龙》共收录了 15 篇 中国古生物学家首次报道于 ( N at ur e 》上的原始文章

和 7 稿相关评论
。

国家 自然科学基金委员会马福臣副主任和《N at ur e 》总编 P ih h p c a m p be H博士分别为本书作

序
。

《腾飞之龙》所描述的化石跨越 r 近 7 亿年的地质历史
。

其 中贵州瓮安磷块岩 中保存极其精美的胚胎化

石
,

为研究早期 ( 6
.

7 亿年前 )动物提供了直接化石证据 ; 云南澄江寒武纪生物群的新发现
,

给人们呈现出生

物多样性的壮丽景观
,

书中报道的云南虫
、

海 口虫
、

昆明鱼
、

海口 鱼等非常罕见的珍贵化石
,

使讨论脊椎

动物起源看到了曙光 ; 辽西 中生代的生物群展示出地质历史 中又一期生物繁茂的壮观图像 ; 书 中收集的孔

子鸟和几种长羽毛的恐龙化石
,

是国际学术界极感兴趣的新发现
,

使鸟类起源于恐龙的假说及鸟类飞行起

源找到 了直接化石证据
。

此外
,

哺乳动物的最接近的共同祖先也从辽西发现的哺乳动物化石中初见端倪
。

《腾飞之龙》全书 1 5 7 9 铜版纸 1 30 页彩色印刷
,

制作精美
。

本书 内容丰富
、

通俗易懂
,

不仅有助于科研

人员及科研管理 人员 了解 目前国内外生命起源与演化方面的研究现状
,

并且也必将极大地 丰富读者的相关

知识
、

启发读者对生命起源与演化问题的思考
。

本书每册定价 6 0
.

0 0 元
。

如需购买请直接与
“

国家自然科学基金委员会 杂志部办公室
”

联系
。

联系人
:

刘俐
,

程宇 (电话
:

0 1 0 一 6 2 3 2 7 2 0 4 ; 传真
:

0 10 一 6 2 3 2 6 9 2 1 ; E 一 m a i l
:

li u l i@ m a i l
.

n s f C
.

g o v
.

C n , 。h e n g y u @

m all
.

sn f C
.

go
v

.

C n) ; 通信地址
:

北京双清路 83 号 ( 1 0 0 0 85 ) ; 开户银行
:

北京海淀工商行北太平庄分理处

(账号
:

0 2 0 0 0 1 0 0 0 9 0 1 4 4 7 8 0 2 5 )
。

(本刊编辑部 )


